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Blatt 1

Die Navier-Stokes-Gleichungen

Das Verhalten inkompressibler viskoser Stromungen laRt sich mit den Navier-Stokes-Gleichungen
beschreiben.
Diese bestehen aus den zwei Impulsgleichungen
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Da die Loésung dieser Gleichungen fiir beliebig vorgegebene Randwerte im allgemeinen nicht analytisch losbar
sind, muf3 eine Lésung numerisch angenahert werden.
Das Kontinuum der Flussigkeit wird mit der Methode der finiten Differenzenzen in Zellen mit endlicher Lan-
ge und Breite unterteilt.
Die Werte fur den Druck im Zellenmittelpunkt und die Strémungsgeschwindigkeiten an den Zellengrenzen
werden in einem versetzten Gitter (staggered grid) gespeichert.
Werden nun auch noch die Ableitungen, die in den Navier-Stokes-Gleichungen auftreten, durch eine Diffe-
renzbildung approximiert, l&R3t sich das Verhalten der Strémung numerisch berechnen.
Das so erhaltenene Gleichungssystem mit endlich vielen Unbekannten Ia3t sich mit den Methoden der Glei-
chungslésung, z.B. der SOR-Iteration l6sen.
Die Vorgehensweise des Computers &Rt sich grob so darstellen:
1. Auswahl einer Diskretisierung fir Raudx( dy) und Zeit §t).
Die erstere bleibt wahrend der Simulation gleich, da ein Umrechnen der Druck und
Geschwindigkeitswerte auf ein anderes Gitter auf die Genauigkeit und auf den Zeitbedarf sehr
negative Auswirkungen hatte. Die Zeitschrittweite kann hingegen problemlos wahrend der
Simulation so variiert werden, dal3 die numerische Stabilitat des Verfahrens gewahrleistet bleibt.

2. Setzen der Randwerte.
Um die Stromung eindeutig zu charakterisieren, muf3 das Verhalten am Rand des Fluidgebietes
bestimmt sein. Die Vorgehensweise wird unten noch genauer beschrieben und ist Ansatzpunkt fr
die Weiterentwicklung des Programms wahrend des Praktikums.

3. Lo6sen des Gleichungssystems fur Druck und Geschwindigkeit im Gitter nach einem Zeitschritt.
Dieses laRt sich so formulieren, dal3 es als unbekannte nur Druckwerte am Ende des Zeitschritts
enthélt. Diese Gleichung der Druckwerte kann nun mit einem beliebigen Verfahren zur Lésung
linearer Gleichungssysteme geltst werden. Als besonders geeignet fir diese Problemstellung hat
sich die SOR-Iteration erwiesen.

4. Aus den so erhaltenen Druckwerten lassen sich dann die Geschwindigkeiten am Ende des
Zeitschritts errechnen.

Die" Driven Cavity"

Das einfachste Verfahren zur Festlegung der Randwerte ist die Festlegung der Fluid-Grenzen auf ein rechtek-
kiges Gebiet.

Das ist zwar eine erhebliche Einschrankung der Anwendungsmadglichkeiten des Simulationsprogramms, aber
eine einfache Mdglichkeit, mit einer Simulation zu beginnen und mit anderen Problemen, die nicht mit den
Randwerten zu tun haben, vertraut zu werden. Die Behandlung allgemeinerer Randbedingungen wird dann
Bestandteil der Erweiterung des Programms in Blatt 2 und Blatt 3 werden.

Eine interessante Problemstellung in einer Flissigkeit mit rechteckiger Ausdehnung ist die "Driven Cavity".
Hier ist das Fluid in einem Behélter mit haftenden Wénden eingeschlossen, in dem eine Wand mit konstanter
Geschwindigkeit seitwérts gezogen wird.



Blatt 2

Behandlung weiterer Randbedingungen

Wie schon in Blatt 1 angekindigt, wird die Beseitigung der Einschrankung der Form des Fluids auf ein rech-
teckiges Gebiet, das mit haftenden Wanden abgegrenzt ist, zentrales Thema des zweiten Blattes.
Fur die Grenzen des Fluids sind folgende Randbedingungen denkbar:
1. Haftbedingung
Die Geschwindigkeit des Fluids am Rand ist null, sowohl in Normal-, als auch in
Tangentialrichtung zum Rand.

2. Rutschbedingung
Die Geschwindigkeit senkrecht zur Wand ist null. Waagerecht zur Wand ist ihre Ableitung
senkrecht zur Wand null. Die Flussigkeit "rutscht" so reibungslos am Rand entlang. Diese
Konfiguration ist vor allem zur Behandlung symmetrischer Geometrien geeignet. Dort kann eine
Wand mit Rutschbedingung in die Symmetrieachse gelegt werden.

3. Einstrombedingung
Die Flussigkeit wird hier hineingepresst. Die Geschwindigkeit am Rand ist fest von aul3en
vorgegeben.

4. Ausstrombedingung
Die Ableitung der Geschwindigkeit der Flussigkeit in Normalenrichtung ist null.

Behandlung allgemeiner Geometrien

Zur Behandlung allgemeiner, nicht rechteckiger Geometrien muf3 in jeder Zelle des an sich rechteckigen Si-
mulationsgebietes vermerkt werden, ob in dieser Fluid vorhanden ist oder nicht.

In diesem Blatt beschrénken wir uns auf die Einfiihrung von festen Hindernissen. Das hindernisfreie Gebiet ist
vollstéandig mit Fluid ausgefiillt.

Dadurch vergrof3ert sich zwar der buchhalterische Aufwand der Simualtion, aber es wird auch méglich, aul3er-
ordentlich interessante neue Geomerien zu erforschen:

Visualisierung mittels Partikelverfolgung und Streichlinien

Eine andere Art, eine Strdomung zu untersuchen, als die Analyse der Geligkeits- und Druckfelder, ist
die Verfolgung der Bahn einzelner Partikel innerhalb des Flissigkeitsgebiets.
Diese Partikel bewegen sich entlang des Geschwindigkeitsfeldes der Strémung.
Hierbei gibt es verschieden Mdglichkeiten, die Partikel in die Strémung einzubringen:
1. Bahnlinien
Die Partikel werden einmal in die Stromung eingebracht.
Diese Moglichkeit ist dann sinnvoll, wenn es keine oder wenig Ausstrémung aus dem Gebiet gibt,
und die Partikel somit im simulierten Fluid bleiben. (z.B. Driven Cavity)

2. Streichlinien
Die Partikel werden in regelmafRigen Zeitabstanden an bestimmten Stellen in des Fluid "injiziert".
Diese Moglichkeit ist sinnvoll, wenn es eine Ein- und eine Ausstromung in und aus dem
Flissigkeitsgebiet gibt, und die Partikel aus der Flussigkeit hinausgetragen werden. (z.B.
Karman'sche Wirbelstral3e)



Stromfunktion und Wirbelfunktion

Eine andere Formulierung der Navier-Stokes-Gleichungen laft sich mit Hilfe der StromfuHktios defi-
niert ist durch

%—t =-V und%—l:,J =u,
und der Wirbelstarké, die definiert ist durch
(=l
dy Ox’
angeben.

Auch sind diese beiden Fuktionen hilfreich bei der Interpretation einer Strémung.

Die Wirbelstarke gibt AufschluR Uber die Stéarke der Verwirbelung des Fluids an einer bestimmten Stelle, d. h.
Uber die Drehung des Fluids um seine eigene Achse.

Die Stromfunktion macht die Stromung des Fluids dadurch anschaulich, daR alle ihre Hohe#loiamst)
Stromlinien sind, d.h. sie beschreiben den Durchflu3 eines imaginéren Partikelchens durch das Fluid entlang
dieser Linie.



